VECTEURS DU PLAN ET DE L’ESPACE

Partie A : dans le plan.

I Comment identifier les caractéristiques d’un vecteur ?

Dans le plan, deux points distincts A et B forment un vecteur 

);AB)  EQ \o(\s\up9( dont les caractéristiques sont :

· sa direction : celle de la droite (AB) ;

· [image: image1.wmf] 

son sens : de A vers B ;

· sa longueur : celle du segment [AB], appelée norme du vecteur et notée     
  EQ \o(\s\up9();AB)
   .

[image: image148.wmf] 

Exemple :                                                             

Caractéristiques du vecteur 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 :

· sa direction forme un angle de [image: image149.wmf] 

 

1

 

2

 

3

 

4

 

5

 

x

 

 

0

 

 

1

 

 

2

 

 

3

 

 

4

 

y

 

A

 

B

 

 

i

 

 

j

 

…. avec l’horizontale ;

· son sens : de ….. vers …… ;

· [image: image150.png]


Sa longueur : sa norme est    
  EQ \o(\s\up9();AB)
    = ……

 II Comment déterminer les coordonnées d’un vecteur ?


1) [image: image151.png]


Graphiquement :

À partir du point A , on compte horizontalement                                                                                                                    de combien de carreaux est translaté le vecteurs 
  EQ \o(\s\up9();i)
 : 
 ….. carreaux.

Puis , on compte verticalement de combien de carreaux est translaté le vecteur 
  EQ \o(\s\up9();j)
 : ….. carreau.

[image: image152.wmf] 


Les coordonnées du vecteur 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 sont             .

2) Algébriquement :

Soit deux points A(xA ; yA) et B(xB ; yB) dans un repère (O ; 
  EQ \o(\s\up9();i)
 ; 
  EQ \o(\s\up9();j)
 ).

Les coordonnées du vecteurs 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 sont :

· En abscisse : xB – xA ;

· En ordonnées : yB – yA.
[image: image153.wmf] 


[image: image154.wmf] 

On note : 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 

3) Exemple : Soit A(1 ; 2) et B(4 ;3).   Les coordonnées du vecteur 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 sont :

                                                                xB – xA = ………………..

                                                                yB – yA = ………………..

[image: image155.wmf] 
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                                                                 On note : 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 

III Comment calculer les coordonnées du vecteurs somme de deux vecteurs ?

Les coordonnées du vecteur somme s’obtiennent en additionnant :

· les abscisses entre elles ;

· les ordonnées entre elles.

[image: image157.png]



      
  EQ \o(\s\up9();AB)
             et  
  EQ \o(\s\up9();BC)
             sont deux vecteurs dans un repère (O ; 
  EQ \o(\s\up9();i)
 ; 
  EQ \o(\s\up9();j)
 ).


     
  EQ \o(\s\up9();AC)
= 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 +  
  EQ \o(\s\up9();BC)
 a pour coordonnées                    .

Exemple :  Soit  
  EQ \o(\s\up9();AB)
             et  
  EQ \o(\s\up9();BC)
             .


     
  EQ \o(\s\up9();AC)
= 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 +  
  EQ \o(\s\up9();BC)
 a pour coordonnées                  .


On a donc 
  EQ \o(\s\up9();AC)
           .

IV Comment calculer la norme d’un vecteur ?

La norme du vecteur 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 est la longueur du segment [AB]. Elle est notée    
  EQ \o(\s\up9();AB)
    .

 

                                    AB=    
  EQ \o(\s\up9();AB)
   =   EQ \r((xB - xA)² + (yB – yA)²).

Exemple : 

Soit A(-4 ;1) et B(2 ; 9).

AB =   
  EQ \o(\s\up9();AB)
    =   EQ \r((……-……. )² + (…….- …….)²) =   EQ \r((……)² + (…..)²) =   EQ \r(…….) =…………


La norme du vecteur 
  EQ \o(\s\up9();AB)
 est donc   
  EQ \o(\s\up9();AB)
    = ……. .

V Produit scalaire de deux vecteurs :

1) Première expression du produit scalaire : le produit scalaire de deux vecteurs 
  EQ \o(\s\up9();U)
 et 
  EQ \o(\s\up9();V)
 est le nombre réel obtenu en effectuant le produit des deux normes par le cosinus de l’angle formé par les deux vecteurs.


  EQ \o(\s\up9();U)
.
  EQ \o(\s\up9();V)
 =    
  EQ \o(\s\up9();U)
  .   
  EQ \o(\s\up9();V)
   .coso);U) EQ \o(\s\up 16(9); (  ,   EQ \o(\s\up9(o);V) ))
        remarque si 
  EQ \o(\s\up9();U)
 = 0 ou 
  EQ \o(\s\up9();V)
 = 0 alors  
  EQ \o(\s\up9();U)
.
  EQ \o(\s\up9();V)
 = ….

                                                                                     Si 
  EQ \o(\s\up9();U)
    
  EQ \o(\s\up9();V)
 alors 
  EQ \o(\s\up9();U)
.
  EQ \o(\s\up9();V)
 = ….

2) Deuxième expression du produit scalaire : expression analytique

 Si 
  EQ \o(\s\up9();U)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x ;y)) et 
  EQ \o(\s\up9();V)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x’ ;y’)) alors 
  EQ \o(\s\up9();U)
.
  EQ \o(\s\up9();V)
 = xx’ + yy’

VI Exemple : 

a) Dans le repère orthogonal (0,
  EQ \o(\s\up9();i)
,
  EQ \o(\s\up9();j)
) d’unité graphique 1 cm, placer les points A(1 ; 2), B(5 ; 3) et C(3 ; -2).
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b) Vérifier que le point G (3 ; 1) est tel que : 
  EQ \o(\s\up9();OA)
+ 
  EQ \o(\s\up9();OB)
+ 
  EQ \o(\s\up9();OC)
= 3
  EQ \o(\s\up9();OG)

c) Donner les coordonnées des vecteurs 
  EQ \o(\s\up9();GA)
 , 
  EQ \o(\s\up9();GB)
 et 
  EQ \o(\s\up9();GC)
.

d) Vérifier la relation 
  EQ \o(\s\up9();GA)
+ 
  EQ \o(\s\up9();GB)
+ 
  EQ \o(\s\up9();GC)
 = 
  EQ \o(\s\up9();0)

        Que représente le point G dans le triangle ABC ?


     e)   Calculer les normes suivantes :    
  EQ \o(\s\up9();AB)
    ,  
  EQ \o(\s\up9();BC)
    et   
  EQ \o(\s\up9();AC)
    .

f)  Calculer le produit scalaire
  EQ \o(\s\up9();AB)
.
  EQ \o(\s\up9();AC)
 et en déduire la mesure de l’angle 
  EQ \o(\s\up9();BAC)
 arrondie à 

      l’unité.

Partie B : dans l’espace.

I Coordonnées d’un vecteur :

Dans un repère orthogonal (O, 
  EQ \o(\s\up9();i)
, 
  EQ \o(\s\up9();j)
,
  EQ \o(\s\up9();k)
), 
 

On représente M dans le plan, on projette M en M’ sur le plan repère (O, 
  EQ \o(\s\up9();i)
,
  EQ \o(\s\up9();j)
). Les coordonnées du vecteur 
  EQ \o(\s\up9();OM)
 ainsi déterminé sont : 
  EQ \o(\s\up9();OM)
= x
  EQ \o(\s\up9();i)
+ y
  EQ \o(\s\up9();j)
 + z
  EQ \o(\s\up9();k)
.

On note 
  EQ \o(\s\up9();OM)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(…. ;…. ;….)) .

Placer un autre point M1 tel que M1  eq \b(\a\ac\hs4\co1(4 ; 1 ;3)). Nous avons 
  EQ \o(\s\up9();OM1)
 = …………………………..

Les coordonnées du vecteurs 
  EQ \o(\s\up9();MM1)
 sont :  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x1 – x ; y1 – y ; z1 - z)) donc  eq \b(\a\ac\hs4\co1(……. ;……. ;…….)).

II Propriétés des vecteurs : 

Elles se déduisent de celles dans le plan, de façon intuitive.

· somme de vecteurs : 
  EQ \o(\s\up9();U)
 + 
  EQ \o(\s\up9();V)
= (xu  xv ) 
  EQ \o(\s\up9();i)
+ (yu  yv )
  EQ \o(\s\up9();j)
 + (zu  zv)
  EQ \o(\s\up9();z)

· produit d’un vecteur par un réel : k.
  EQ \o(\s\up9();V)
 = (k xv ) 
  EQ \o(\s\up9();i)
+ (k yv )
  EQ \o(\s\up9();j)
 + (k zv)
  EQ \o(\s\up9();z)

III Norme d’un vecteur :

Distance de deux points dans l’espace :

Si M et M1 sont deux points de coordonnées respectives (x,y,z) et (x1,y1,z1) dans un repère orthonormal de l’espace alors : 

  
  EQ \o(\s\up9();MM1)
    = MM1 =   EQ \r((x1- x)² + (y1+y)² + (z1 + z)²)
IV Produit scalaire de deux vecteurs :  expression analytique
Soit, en repère orthonormal de l’espace les vecteurs 
  EQ \o(\s\up9();U)
 et 
  EQ \o(\s\up9();V)
 tel que :


  EQ \o(\s\up9();U)
= x
  EQ \o(\s\up9();i)
 + y
  EQ \o(\s\up9();j)
 + z
  EQ \o(\s\up9();k)
 et 
  EQ \o(\s\up9();V)
= x1
  EQ \o(\s\up9();i)
 + y1
  EQ \o(\s\up9();j)
 + z1
  EQ \o(\s\up9();k)

Ou 

Si 
  EQ \o(\s\up9();U)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x ;y ;z)) et 
  EQ \o(\s\up9();V)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x1 ;y1 ;z1)) alors 
  EQ \o(\s\up9();U)
.
  EQ \o(\s\up9();V)
 = xx1 + yy1 + zz1

V Exemple :

1) Dans le repère ci-dessous, placer les points  M, N et P dont les coordonnées sont données dans le tableau suivant :

	Coordonnées des points
	x
	y
	z

	M
	2
	2
	3

	N
	1
	3
	4

	P
	1
	5
	2


2) Déterminer a) les coordonnées des vecteurs 
  EQ \o(\s\up9();MN)
 et 
  EQ \o(\s\up9();MP)
.

b) le produit scalaire 
  EQ \o(\s\up9();MN)
.
  EQ \o(\s\up9();MP)
.

VI Le produit vectoriel :

Soient 
  EQ \o(\s\up9();U)
 et 
  EQ \o(\s\up9();V)
 deux vecteurs de l'espace, on appelle produit vectoriel des vecteurs 
  EQ \o(\s\up9();U)
 et 
  EQ \o(\s\up9();V)
 le vecteur noté 
  EQ \o(\s\up9();U)
  
  EQ \o(\s\up9();V)
 tel que : 
· si 
  EQ \o(\s\up9();U)
 et 
  EQ \o(\s\up9();V)
 sont colinéaires 
  EQ \o(\s\up9();U)
  
  EQ \o(\s\up9();V)
 = 
  EQ \o(\s\up9();0)
 (car les coordonnées sont  proportionnelles) 

· si 
  EQ \o(\s\up9();U)
 et 
  EQ \o(\s\up9();V)
 ne sont pas colinéaires alors 
* 
  EQ \o(\s\up9();U)
  
  EQ \o(\s\up9();V)
 est orthogonal à 
  EQ \o(\s\up9();U)
 et à 
  EQ \o(\s\up9();V)

* 
  EQ \o(\s\up9();U)
  
  EQ \o(\s\up9();V)
 est tel que la base (
  EQ \o(\s\up9();U)
 ;
  EQ \o(\s\up9();V)
 ; 
  EQ \o(\s\up9();U)
  
  EQ \o(\s\up9();V)
) est directe.
* 
  EQ \o(\s\up9();U)
  
  EQ \o(\s\up9();V)
  =  
  EQ \o(\s\up9();U)
   .   
  EQ \o(\s\up9();V)
   .sino);U) EQ \o(\s\up 16(9); (  ,   EQ \o(\s\up9(o);V) ))
.

Dans une base orthonormale (
  EQ \o(\s\up9();i)
, 
  EQ \o(\s\up9();j)
,
  EQ \o(\s\up9();k)
), pour tous vecteurs 
Si 
  EQ \o(\s\up9();U)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x ;y ;z)) et 
  EQ \o(\s\up9();V)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x1 ;y1 ;z1)) alors 
  EQ \o(\s\up9();U)

  EQ \o(\s\up9();V)
 eq \b(\a\ac\hs4\co1(yz1 - zy1 ; zx1 - xz1 ; xy1 - yz1))
Déterminer 
  EQ \o(\s\up9();MN)

  EQ \o(\s\up9();MP)
 en reprenant les données de l’exemple précédent.
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